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EN ESTADÍSTICA MULTIVARIADA 
J. P o l t r o n l e r l . 
Resumen. En el estudio de formas cuadráticas 
hemos obtenido reaultados para la matriz alea 
toria y "̂  N(r,V«E) en el caso V-singular. Los 
teoremas requieren que la matriz E sea no sin 
guiar. Aquí estudiamos el caao E-aingular y 
obtenemos condiciones similares al caao no 
aingular. Además estudiamos las formas cuadra 
ticas del tipo y HV con ^p'>^p simétrica. Tam 
bien obtenemoa laa fórmulaa de covarianza en-
tre matrices aleatorias introduciendo el pro-
ducto de Kronecker antisimétrico. 
Abstracts. We consider the .aleatorio matrix 
y '^ H iT ,V9 l ) for case l/-singular and the ce-
se when £ is singular. 
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More over we etudy the form of the type 
V'HV with H p^p aymetric, and we obtain the 
formules of oovariances betwwen aleatories ma 
tricea. 
Introducción» En el eetudlo de laa formas cua 
dráticas hemos obtenido resultados en el caso 
en que la matriz V - i V l ^ ' - ' t ^ n ^ de n obaerva 
ciones p-dimensionales se distribuya como una 
N(r,l/®£) en el caao en que V ea singular, To 
dos eatos teoremaa requieren que la matriz I 
sea definida positiva. Sin embargo estos re-
sultados que pueden generalizar al caao £ ain 
guiar. Se hace necesario definir la distribu 
ción U l s h a r t l - s l n g u l a r y se establecen pro-
piedades similares al caso no singular. 
Las formas cuadráticas estudiadas son de 
la forma VAV̂  - í̂ oiĝ a'̂ 's *̂ °° ^n^n «atriz si-
métrica, pero ademáa se pueden definir las f6£ 
muías cuadráticas Y^HV con Hpxp simétrica. Se 
obtienen condiciones para que se distribuysn 
como una Wiahart Z-singular o (̂ -singular en 
general; aaí como las fórmulas de varianzas y 
covarianzas de lea formas considersdas. 
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MÜUCKB y da f to tc ton t i . 
Consideremos n observaciones p-dimensio-
nales Ya "̂  Wp(ŷ j,VjjjjE) o - 1,...,H y definimos: 
>1' 
Y - i Y i , . . , , y n ) 
YP' 
I f l i - ' - y i n 
m • 
• • 
y p l • • 'ffpn 
•X» M(r,w©E) 
donde 
r - (Ml.---.Pn) i.e- E(V) - r. 
Vtt/i(y) - v«E - (covcy^.yp)) 
Obeervemos que 
donde 
Y^ -v Wd^í .<^yj»') i - 1 . - - . . P y q««! 
covCy-^^.y^) - O i jV , cov(Ya ,Y^) - VopE 
r* - ( iT i , . . . ,T rp ) i . e . y «x. Mcr ' .Eev) 
D*f1ñU1tffl 1-
Sea Y 'v M(r ,T«£) con E - s i n g u l a r , d i r e m o s 
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que la matriz aleatoria VV* se distribuye co-
mo una Wiahart E-aingular con n grados de li-
bertad y parámetro de décentraje TF' si su 
función característica es: 
• (9) - |l-2¿eErV*''^^"^^®^^"^®^^' 
con E-singular 
y la denotamos (l/(E,n,rr*) E-singular 
Teorema 1. Sea Y '^ W(r,I(9E) E-singular y sea 
A una matriz aimétrice n'f'.n de rango K, enton-
ces : 
YAŶ  % W(E,/i,rAr') E-singular sí y solo 
si A es idempotente 
Demostración. See A una matriz simátrics, 
existe P ortogonal tal que PAP' - P;^metriz de 
valores propios de A i.e. 
YAy - ZPxZ' - jX^ZaZá con Z-yP % W(rP,I»E) 
entonces: 
• (6) -Jjl-2.¿X„eErV^a"á^'-2^^«®^^"*^<» 
- |i.2.¿e£|-2^e^**^'-2^®^^"'®^^^' 
si y solo si A es idempotente i.e. \ ^ " 1» 
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a - !,...,<%; ^ a " ^ » a"''i+l..''fn' 
r 
Notemos que u - TP y que TAT' - \ W(,U¿ 
a-1 
Teorema 2. Sea V ^ W(r,l/eE) E-slngular^ V no 
aingular, entonces: 
VAV 'V' W(E,>C/l(Al/),rAr') E-singular sí y solo 
si Al̂  es idempotente 
Demostración.Sea P tal que PVP' - T i.e. 
Z - VP' -v W(rP',IeE). Así: 
YAy - Z(P')"^AP-^Z' 'v- W(E,q,rAr') E-singular 
sí y solo si (P')~MP~^ es idempotente donde 
q = t r í A V ) es decir Al' ea idempotente. 
Teorema 3. Sea Y '̂  NiT,V9Z) E-singular,l/-8Ín 
guiar de rango r , entonces: 
YAy ^ W i l , t r i A V ) , T A r ' ) E-singular ai y solo 
ai l/Al/Aí/ - VAV 
rAr* - rAVAr* 
TAV - TAVAV 
Demostración. Sea V - r-fXL' donde 
X % N(0,I;ie£), L^xn «» «•! <!"« ^ ' f-*-' y 
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L'AL •• V\ matriz diagonal cuyoa valores pro-
pios no nulos coinciden con los de AV. Así 
tenemos que 
YAy = XL•AíX'-^^AL•X'-^XLA^'-^^A^' 
*(0) - eu^MYAy^^ 
_ ^ltrTAr'e^0^ltrieXL'ALX')+2ltriXL'AT'e) 
s a b e m o s q u e : ;̂  
t rQXL 'ALX' = ¿ AQJX¿0X(J( , 
a - 1 
r 
t rXL'AT'e - I b¿Xa 
a - 1 
donde b¿ - L¿Ar'9. Sea Hpx/i una matriz tal 
que E - HH', H*QH - P¿ ea una matriz diagonal 
cuyoa valorea propios no nulos coinciden con 
los de GE. Sea X^ - HZ^ con Z„ 'v W(0,I;i) (va-
mos a suprimir los índices "a" para aligerar 
la escritura): 




Así tenemos que la función característica es: 
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r 
• (0) - t^ t rVAT'Q n |i-2x.XoeEr^ 
o-l 
r 
expi -2 I L¿Ar'0E(I-2-cXa0E)-ljrALa) 
a-1 
entonces: 
VAV ^ W ( E , Q , r A r ' ) E - s i n g u l a r a i y 
a o l o s i 
- Xa - 1, a - l , . . . , q - t r í A V ) , \ ^ - O a - q + 1 , 
. . . , r i.e. L'AL es idempotente ai y solo si 
l/AVAi/ - VAV 
- rAr* - TAVAVAT* - TAVAT' 
- TAV - TAVAV 
Para la demostración ea neceaario veri-
ficar que ai: 
i t r A-itr B+itriJ-2iei)~^eB-2treieiC-B) 
- ltríl-2lQl)-^QV 
entoncee A - B - P lo que implica que 
t r Q i e i C - B ) - O y por la forma de C-B que ae 
deacompone de manera tal que 'tA.6£0(C-B) -
t rHH' - O implica que H - O teniéndose que 
8 - C. 
33 
Para demostrar que A - B - P ae define 
9 como la matriz cero salvo en la entrada I j . 
Aaí tenemoa que a i ; - b ¿ ; y a ¿ : - d j^ j . 
Corolario. Si Y ' ^NíT ,V9l ) entonces / - T+KXL' 
donde X ^ NiO,1,^91^) V - L L \ I = KK' ; las ma-
trices son de tamaño ^nxr* ^px¿ con ^ " rangV 
s - >iang . 
Recordemos que si V '̂  NÍT,V9l) E-aingu-
lar o t'-aingular: 
Z - VH -v M(rH,H'l'H®E) 
X - AV -v. N i A T , V 9 A l A ' ) 
Teorema 4. sea Y ^ NiT,V0l ) E-singular (/-sin-
gular entoncea: 
VA y VB aon independientea sí y solo si 
A'l/8 - O 
Demostración. Sea X '\> W(0,I^»E) tal que 
Y - r+XL' con V - L L ' , L^^n "• " *««9*' entonces 
VB - FB+XL'B - TB-HCZL'B 
VA - rA+XÍ'A - TA+fCZL'A 
donde X - KZ, Z «x. M ( 0 , I ; t 9 l ¿ ) y KfC - £ , Kpx¿ 
S - fiangL, Así VB, VA son i n d e p e n d i e n t e s s í 
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y solo si KZL'A, KZL'B son independientes sí y 
solo si ZL'A, ZL'B son independientes ai y ao-
lo ai A'LL'B - O - A'l/8. 
Corolario. - cov(XZL'A,f(:ZL''B) - A'l/8«E 
- si X -x- NiT,VéZ) E-singular, V-
singular: 
covíKXA,HXB) - A'VB9KIH' 
Teerema 5. Sea Y "v NiT ,V9l ) E-singular ,l/-sin-
gular entoncea: , 
VAV y VB son independientes sí y solo ai 
-8'1/AV - O 
-8'1/Ar' - O 
Demostración. Sea X <>, W(0,I;t®I¿) tal que 
y - r+KXL' con V - LL' L^̂ x». ^'^L diagonal y 
KK' - E, f̂ x̂vy entoncea: 
VAV - fCXL'ALXK'-KXL'Ar'+rALX'K'-HrAr* 
VB - TB-t-KXL'B aon independientea ai y aolo si: 
- KXL'B y KXL'ALXK' son independientes y 
- KXL'B y fCXL'Ar' son independientes, 
i.e. sí y solo si: - B'LL'Ar' - B'VAF' - O 
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- B 'LL 'Al - O i . e . B'VAV - O 
C o r o l a r i o . VAV y V8V aon i n d e p e n d i e n t e a a í 
y a o l o a i UAI/BI/ - O 
T A V B T ' - O 
TBVAV = TAVBV « O 
Teorema 6. Sea V '^ NiT ,V9l ) E-8Íngular,l/-ain 
guiar y sea A^^x^ simétrica, B„xp y ^pXp enton 
ees: 
(VAV-i-VB-í-C)* ^ W i l , t r i A V ) , i A T ' + ! í B ) ' V i A T ' + H B ) ) 
E-aingular sí y solo si 
- VAVAV - VAV 
- i A T * + h B ) ' V - i A T ' + h B ) ' V A V 
- Í T A y + T B + O * - (Ar'+JíB)'l/(Ar'+Ií8) donde 
a* - HiQ+r) 
Demostración. Sea X «x, N i o , J , f i J ¿ ) tal que 
V - r+lCXL' donde E - KK', V - LL', L'AL - P^ 
diagonal de valores {Xi,...,X^} cuyos valores 
no nuloa coinciden con loa valores no nulos 
de AV, La función característica es: 
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. ,^. .¿C/t0(rAr'-i-rB+C)* ,„¿íA0íü(L'ALX'ÍC'+2>t0KXl.' (Ar'-f^sB) 
q>C0) = e t \ e 
^ ^UTQiTAT'+T^)* J 5(/X„^Ki0KX^.f2>íg¿ X̂^̂  
a=l 
donde 
G = (L'Ar'+)$L'B)0, G' = íg^ g^) . 
Así : 
• (0) - ^ItreíTAT'+TB+O* J | l^-2¿X„*C'0K|''^ 
a - 1 
>t 
ei íp{-2 I g ¿ ^ K i l ^ - 2 l \ ^ K ' Q K ) - ^ K ' g a ) 
a - 1 ' 
. ^ I t r e i T A T ' + T B + O * { | T -2¿X„0E | ""̂  
a-1 ^ 
r 
exp{-2 í g¿E(Ip-2>LX^0E)'%a 
a-1 
entonces es la función característica de una 
Wiahart E-aingular aí y aolo si 
- Xjj - I, a - l , . . . , t r í A V ) ' q , X,, - O 
a - q + l , . . . t r e s d e c i r L'AL ea i d e m p o t e n t e 
a í y s o l o s i l/Ai/AI/ - VAV 
- l t rQiTAT'+TB+C)*-2 I g¿E(I -2>¿0E) '*go 
r « - 1 
a -q+1 
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l t r í J - 2 l e i ) - ^ e i A T ' + h B ) ' V í A T ' + k B ) , 
Si se toma en euenta que g ' - L'(Ar'+%B)0 y que 
J L^L' - VAV s e tiene que el término de la i£ 
o-l 
quierda es igual a: 
ltreiTAT'+TB+C)*"ltrQiAT'+hB)'VAViAT'+HB)+ 
l t r í J -2 lQl)~^e iAT'+hB) 'VAViAT'+hB)-2 t r ie 
íAT'+hB)' iV-VAV)íAT'+kB) 
por lo que se tiene: 
- (FAF'+rB-i-C)* - Í A T ' + H B ) ' VíAT ' + k B ) 
- i A T ' + h B ) ' V - i A T ' + h B ) ' V A V 
Para la demostración de lo anterior se utiliza 
el mismo argumento que en el teorema 3. 
Teorema 7. Sea X % W(r,VtE) E-singular y sean 
A^ n^n matrices aimétricaa I - 1,...,^, 
1 
rengiVAiV) - ̂ / y A - J A^, rangiVAV) - r , si 
l - l 
I) V es no aingular 
II) V ea aingular, F - O 
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l i l ) V ee aingular, F ^ O y A^ es aemidefinida 
positiva I - 1 , . . . ,q entonces las condiciones 
siguientes: 
a) XA^X' -v. W(E,^^,rAr') E-singular 
b) XA^X' aon independientes I - !,...,(? 
c) XAX' -x. W(E,^,FAF') E-singular 
d) r = I r^ 
1=1 
son implicadas por dos de las condiciones (a), 
i b ) , i c ) y por i a ) y i d ) (ver (4), pag.71). 
Teorema 8. Sea X 'x- M(F,l/»E) E-singular ,l/-8in 
guiar entonces la forma cuadrática XAX' tiene 
por función característica: 
4>iQ) - n |I-2X.X^0E| ' 
a-1 
r 
-2( I L'AT'Qlíí-2lXfJ^Ql)-^eTAL^+ltrQTAT' 
^ a-1 
donde q - r a n g i V A V ) , L n>^r , L L ' - V, L ' A L - V 
diagonal, r - r angV. 
Si los Q valores propios no nulos de AV 
son iguales a A y si TAVAVAT' - STAVAT' enton 
ees: 
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l A (/A 1 
i(XAX'-r(A-^)F') 'y' WiZ,q,fTAVAT') E-singular 
(ver (2)) 
Hemos generalizado la noción de distri-
bución Wishart para el caso E aingular y ve-
rificado que loa reaultadoa son aimilares al 
caso no singular. Eate resultado nos servirá 
para poder estudiar las diatribuciones del tî  
po V H V que analizaremos en la próxima sección 
ESTUDIO DE LAS FORMAS CUADRÁTICAS Y'KV 
Consideremos fe una matriz simétrica pxp 
y la forma cuadrática V ^ V matriz aleatoria 
n x n , la cual se escribe: 




donde y '\> M(r',£«!/) por lo que: 
y^ «x. W(v^,a^^í/), cov(V^,vy) - 0 1 j V , 
Cipnsideremos primeramente que £ - Ip y 
sea P ortogonal tal que PKP" - P;;̂  matriz dia-
gonal de valores propios de K , entonces: 
i 
Y'KV - Z'P.Z - IXll^Z-*-* 
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con Z' - (Zl,...,ZP) '̂  N i T ' P ' , l p 9 V ) . 
La función caracteríatica está dada por: 
• (e) - E ie^^^^^ '^^) - E(e^^*®í^y^^^^*') 
- n li-2¿x,0|-VS-^;<'-^^^®>"'®^-
entonces la forma cuadrática tiene una distri^ 
bución Wiahart WiV,q ,T 'KT) q - t r í K ) aí y aolo 
ai: 
•(0) - n |i-2^x.0rV^)^^^-2^^y®^"'®^y 
i - l ^ 
- |i.2^0r^'í¿-^*'^<^-2'^®^"^®^'^^' 
i.e. Xy - 1 y - 1 q ; Xy - O^y - q + 1 , . . . , p 
ea decir K e a idempotente pues J ^ J ^ ) " T ' K T . 
Aaí hemos demostrado el siguiente teorema. 
Teorema 9. Sea V' «v M(F',Ip«V) entonces 
Y'KY 'X. W í V , q , T ' K T ) a i y solo si K es idempoten 
te con q - t r K . 
Vsmos a analizar el caso en qué V es sin 
guler y £ es singular. Sea A una matriz px^ 
de rango completo tel que AA* - £, A'KA • P^ 
matris de valores propios no nulos iguales a 
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los valorea propios de K l , y sea V - tL* 
L n*S de rango completo, S - r a n g V , entonces 
y - F+AZL' donde Z «x* NiO^J^Ql^) 
A s í Y'KY - LZ'A•KAZL• + Li•A'í(F-^F'KAZL••^F'KF 
p o r l o q u e 
r 
treY'KY - I \ jZ^'L'QLZÚ2trl 'A'KTQL+trT'KT 
y-1 
r r 
- I \:ZÍ'L'QLZS+2 I b\Z^+trT'KT 






ÍCF0L. La f u n c i ó n ca rac -
r í s t i c a e s : 
* 
(O) - eXí>tr'<F0 J p^^^XyZy'L'0LZy+2blZyj 
i - l 
^<Í^F'í(F0 n | l¿-2¿XyL'0L| -% 
^-2a' .XF0L(I^-2^AyL'0L)-U'0F'Kay 
^ItrT'KTQ TI \ l ^ -2 l \ .QV\ ^ 
-2a)KTQVil - 2 l \ .QV)-^eT'Ka: e j n i j 
- Ir -2iev\'W^t^a^2i6V)-^eT'Kr 
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aí y aolo ai - X; - 1 j - l , . . . , q - t r i Z K ) , 
\ . - o y - q + 1 , . . . , r íA'KA es idempotente ea 
d e c i r EfCEKE - EKE y 
- 2 t r i í - 2 i e V ) - ' ^ Q T ' K I a.¿L'.KTQV-2trTeV^T'K 
y - 1 ^ ^ 
^ a .a ' .K 
j=q+ l ^ ^ 
- -2>C/l(I-2¿0l/)-l0r'f(EÍ(E/(F0l/-2t/ll '0F'K(E-Eíi:E)íCr0 
A s i : 
-2 t rVQT' iKZK-KlKlK)Te+l t r i í -2 lQV)~^eT'KlKZKT 
-I t rQT'KT-l t rQT'KZKZKT - I t r i í - 2 1 Q V ) - ^ Q T ' K T 
por lo que: 
F'XF - T'KIKIKT 
T'KT - F'KEKE i.e. F'KF - F'KEKF (ver teore 
ma 3) . 
Así tenemos el resultado siguiente: 
Teortint 10. sea V '̂  N(F',E«I/) V-slngular, 
E-singular entoncea la forma cuadrática 
Y'KY ^ W i V , t r i K Z ) , T ' K T ) l/-singular sí y solo 
ai: 
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- IKIKI - IKZ 
- F'ÍCF - T ' K Z K T 
- T ' K Z - T ' K I K Z 
Teorema 11. Sea V "x- N(F',E9V) E-aingular, 
(/-aingular entonces Y'H, V'K aon independien-
tea sí y solo ai HZK' = O 
La demostración es similar al argumento 
del teorema 4. 
Corolario. cov(AVK,8VH) - KZH'9A'VB 
Los resultados siguientes son consecuen 
cia inmediata de la analogía entre las formas 
VAV y yKY y laa formas VB y V H que hemos 
demostrado en el teorema 10 y el teorema 11. 
Para las demostraciones, se repiten los argu-
mentoa utilizados en el teorema 3. 
Ttorewa 12. Sea V 'X. W(F',£©(/) (/-singular. 
E-singular entonces VHV y Y'K son independien 
tes sí y solo si K' H - O, K'VH - O 
Corolario. VHV y Y'KY son independientes aí 
y solo si EHEJCr ¿ Ó 
F'HEfCF - O 
F'KEKE - T'KZHZ - O 
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Teorema 13. Sea V -x- N(F',E«(/) (/-singulsr. 
E-singular y aea H p^p una matriz simétrica, 
IC pxn y C nxn matrices, entonces: 
iyHV+Y'K+O* «x» H}iV,triHZ),iHT+hK)'ZiHT+^K)) 
(/-singular sí y solo si 
- EHEHE - EHE 
- iHT+hK)'Z - (HF+JíK)'EHE 
- (F'HF+F'K+O* - (HF'+̂ ÍC)'E(HF'+íáfC) 
con Q* - mq+d' ) 
Teorema 14. Sea V' ^ NiT',Z9V) (/-singular. 
E-singular, la función característica de VHV 
es: 
r , 
(í)(0) - n | i - 2 - ¿ x „ 0 v r ^ 
a-1 
r 
-2 I L'HTQVil-2l\ QV)-^QT'HL +ltrQT'HT 
^ a-1 ** " " 
donde los q - ̂ ang(EHE), L px/i, LL' - E, 
L'HL - Px diagonal, r - KangZ. 
Si los Q valores pjfopips no nulos de HE 
son iguales a 4 y ai F*H£H£HF - ST'tiZHT enton 
ees: 
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|(VHV-r'(H-^)F) -x. W(V,(í,-Í-r'HI/HF) (/-singular 
a o 6 
Otros teoremas se pueden obtener inter-
cambiando y por V y I' por 1 . A manera de rĉ  
sumen presentamos la taM<i 1 y la tnbln 2. 
Nuestro interés ahora es obtener la fójr 
muía de covarianza entre las form^*! cundráti-
caa mixtas y las forcias lineales mixtas. 
Definición 2. 
Se define el producto anti-siraétrico de 
Kronecker de las matrices A y B por: (la en-
trada I j k l es la entrada k l del bloque I j ) 
(Aé8)^yfe^ - a^^by^ - (A®8)^y^^ 






Y'KY-T'KT-VtriZK) - (V-F) ' fC(V-F)+F'»((V-r)-»-
( y - T ) ' K T - V t r i Z K ) 
- Icc.^v^y^Vó^^x^v^^fi./^x'-ó^^íEO,/) 
donde 
V - ( V j v ^ ) 
X — ( A l , . . . , X p ) 
Def in imos : 
TA. y - V ^ a ' 
F'K, V* - y^-ii¿ 
Z - í a ^ , — , 0 ^ ) y a -
r l l 
(/ - ( u j , . . . , u „ ) y p" 
La forma l i n e a l c e n t r a d a Y'K e a : 
Í Y - D ' K - I i h i ¿ y \ . . . , k t ^ ^ y ^ ) 
s 




i.e. co\;(VAV,VK) ' ZK'9TAV+TAV9ZK' 
Dado que loa términoa de orden 1 y de 
orden 3 se anulan, la entrada I j k l de la cova 
rianza entre VAV y Y'KY ea: 





+ ÍVAV) .^iZKZ)^¡+iTAV)^.iZKT)^¿+iVAT) .AlKT)f^^ 
+ (FAl/)|̂ (̂EICF) . .+ (FA(/)^^(EKF)j^y 
-í;i(A(/)<;i(EK)0̂ ĵ Vŷ ->C*(A(/)í̂ (EK)â ĵ v .̂  
+triAV)triZK)a^f^v .jf̂  
Aaí. tenemos que: 
c o v i V A V ^Y'KY) - 2(£K£)¿l/Al/+(Ef(F)erAI/ 
+(£í(r)erAV-»-rAi/e£ícr+rAi/é£»ír 
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Es necesario recordar que en nueatro contexto: 
- ^^hJ/jB^yy^^ - \B''lj%6Hl''\y^lk''B6''jl 
+v a . gV„ a . , 
ay A.I BY i fe 
- ^íy^a^B> • "aB^Xy 
A manera de resumen tet\emos loa a lgu ien 
t e s r e s u l t a d o s : 
cov íYAy , y K ) - Z K ' 9 T A V + T A V 9 Z K ' 
cov(VHV,V8) - l /B'er 'HE-fr 'HE»l/8 ' 
cov(VAV,V<(V) - 2ízKZ)'éVAV+ílKT)9TAV+ 
ÍIKT)9TAV+TAV9ZKT+TAV91KT 
cou(VHV,VAV) - 2(l/A(/)»EHE^-(l'AF•)»F•HE-^ 
((/AF' )éF ' HE-̂ F • HE^CAF • + 
T'HlhVAT' 
Para la verificación de las fórmulas al 
intercambiar los miembros de la covarianza, es 
necesario tomar en cuenta que: 
COVíT,(l) ' - cov(Q,T) y que: 
(A©B)' - A'«8' (AéB)' - B'éA' (A«8)' - B®A 
En efecto: 
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(A®B)'. ... - a,.6., - a', b; . - (A'eB') 
-tjfet jA. I k A,j k l 
i.e. (A»8)' - A'©B' 
^yfef 
(Aé8)|y^^ . (AéB) .^^^ - aygb^. - b|^a¿y 
- (8'éA')^.j^^ i.e. (AéB)' - B'éA' 
(A¿8)|y^^ - (AÍB) .^^^ - a b . ^ - (BÍA) .̂ ^ 
i.e. (A«8)' - 8»A 
donde 5' -u» es la entrada I j k l de la trans-
-Ljkl •* 
puesta, por lo que es 
rifica igualmente que 
puesta, por lo que es igual a ^ j j / u * Se ve-
coi;(í(VAVíC',B'VHVB) - 2(/(EHE»:)»(8'(/A(/B)-^ 
(KEHF' 8)®(<FA(/B) + (Í(EHF • 8)é(KFA(/B)+ 
KFAI/88KEHF ' B+KFA(/BéK£HF' 8 . 
cov(ÍCVAVK',8V'H) - ÍC'EH'«FAl/B-hFA(/BéKEH' 
Estos cálculos ae pueden efectuar de 
una manera máa rápida y aimple, tomando en 
cuenta los siguientes reaultadoa (ver (3)). 
Conaideremos: 
(/ec(X) - [X] -
Xl 
X_ 
npxl donde X- (Xj,..,Xp)nxp 
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Se denota X la matriz centrada de X. 
1) VeciAXC) - C'«A[X]. 
Obaervemos que si VariXX " (/9E se tiene que: 
• 'i 
cov(X8,XA) - E íB 'e l lX] |;X]'AeI) 
- 8 '«I (/«£ A©I - 8'(/A«E. 
coviKXA,HXB) - A'©K E([X][X]')B«H 
- A'9K (/«£ 8«H' - A'VB9KZH' 
coviHXB.AX'K) - B ' ® H ' E ( [ X ] [ X ] ' ) K « A ' 
- B'eH(/éEK«A' - B'VAhHZK. 
2) AVfCeBZH - A9K' Voz B'OH 
E(X»X) - (/¿E E (X '»X ' ) - E«l/ 
E(X'®X') - (/«£ E(XeX) - E®(/ 
En g e n e r a l cov(AVK,BZH) - AxK'cou(V,Z)B'®H. 
3) [ A ] [ 8 ] ' - A'éB' i . e . cov(X,Z) - E ( X ' « Z ' ) -
E i X ' ) 9 E i Z ' y 
coviX,X) - E(X'ÍX') - (/•£ 
cov(KXA,HXB) ' A'9K (/•£ B9H' - A'VB9KZH'. 
c 
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4) Si x,(/,z,(̂  son vectores: 
[ x y ' ] [ z q ' ] ' - y q ' 9 x z ' - x y ' 9 z q ' 
Consideremos ahora laa formas cuadráti-
caa XAX' y XBX' que se escriben (con A y 8 
simétricas); 
[XAX'] - xex [ A ] , [XBX'] - X®X[B] 
por l o q u e : 
cov(XAX',XBX<) - E(X®X[A][8]X'eX')-
t r iAV)Z9triBV)Z, 
Pero : 
E(X»X A«g X'»X") - E(XAX'»XBX') 
- í '•aB''*í^<Vé»^''i» 
aBst 
aBs 
| / aB^í""<VB-Vi> 
- „ J / « B ' ' . Í ^ < ' ' B ' ' Í » V Í > ^••• 
c««(XAX-.X8X) - ^ í ^ « „ B ^ < ( ' ' g , - ' „ t £ * " 
v _ ^ . v ^ M l + v ^ . i i ^ í « I ) - í « ( A I ' ) í « < « l ' ) i ; « I -
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- triAVBV)Z9Z+triAVBV)ZéZ. 
Corolario. En general ai X ea una matriz a-
leatoria: 
cov(XAX',X8X') - E(XAX'eXBX')-E(XAX')0E(X8X*). 
5) Sea X ^ M(F,(/©E) y aea V - X-F, entoncea: 







Conclusión. En eate artículo ae han obtenido 
reaultadoa muy importantes en cuanto a la di£ 
tribuci5n de las formas cuadráticas en el caso 
más general en que £ y (/ son singular-es. Se 
eatablece la simetría entre laa formaa cuadra 
ticas VAV* y VHV. También se de la defini-
ción de covarience entre matrices aleatorias. 
:Í 
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y "̂  N í T , V 9 l ) Z-singular C-singular 
fAy"ai(E,tr(AV).I*r ' ) E-»ingul»r 
•11 VkVAV-VAV TKV • IMhV 
rAvjkr'-mr-
tKt' y YBy< ao» lad^paidl«BtwB 
i l l VKVBV«0 rjlíVBr'-O 
rSVAV -rAVBV^O 
ÍB y YAY' son Independientes 
111 B'VAV^O B'VAr'-O 
(YA»'+»B+C)« "V 
«(£, tr(AV), (Ar>-4B) • V(Ar'+4fi)) 
E-slngular 
•11 VAVAV - VAV 
( A r ' - 4 « ) ' v - (Ar-t4B)'vAv 
( TAV •r»K:) • - (Af +ÍB) • V (AP- 4 B ) 
Y'HY-vWÍVjtrCaiJ.r'Hr) V-slngular 
•11 EHEHE-DIE r"8XHE-r'HE 
r'HEHr-r'Hr 
y'HY y y'KY son independientes 
s i l ainffi-o r-HEHr-o 
r'Hati^r'KEHE-o 
Y'K y Y'HY son Independientes 
s i l K'EHE-O K* Eur-o 
(Y'HY+Y'K+W* "̂  
MÍV.tr(iH),(Hr*ÍK)•E(Hr+|K)) 
V-slngular 
sil luiai - on: 
(HF-f̂ K) ' 1 - (HF+IK) • I H I 







oov (YAY', YB) •rAVBMZ-fESTAVB 
cov (YB, YAY •)-B • VAT'atl-B • VAT • •£ 
cov(YAY',YBY')-<r(AVBV)(£a£-t-EÍE) * 




oov(Y',Y) - EflV 
oov(AY*K,BYB)-K* CH'ÍAVB 
cov (KYA, HYB)-A'VBUCDB ' 
COV(Y'H,y'K)-H'£KaV 




cov (Y • BY, Y • K)-r • BEKaV+viT" BEK 
oov (Y • K. Y' BY )-K • iHrVH-K • EnraV 





COV(Y,Y') - wiE 
eov (KYB , AY • K)-B • VA' ¿HEK 
oov(AY'K,BY'H)-B'EK'aA'VB 
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